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Definicion 1 . Un punto es lo que no tiene partes 
Definicion 2. Una Unea es una longitud sin anchura 

Definicion 3. Una Unea recta es una Unea que yace por igual respecto de los puntos que estan en ella. 
Definicion 4. Si dos rectas se cortan de modo que los angulos adyacentes son iguales, los angulos se 
Hainan rectos y las Uneas se llaman perpendiculares. 

Definicion 5. Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo piano, nunca se cruzan. 


Geometria Griega En el principio, la geometria era una coleccion de reglas de uso comun para medir 
y construir casas y ciudades. No fue hasta el ano 300 a.C. que Euclides de Alejandria, en sus 
Elementos, ordeno y escribio todo ese saber, imprimiendole el sello de rigor logico que caracteriza y 
distingue a las matematicas. Se dio cuenta de que todo razonamiento riguroso (o demostracion) debe 
basarse en ciertos principios previamente establecidos ya sea, a su vez, por otra demostracion o bien 
por convention. Pero a final de cuentas, este metodo conduce a la necesidad ineludible de convenir 
en que ciertos principios basicos (postulados o axiomas) son validos sin necesidad de demostrarlos, 
que estan dados y son incontrovertibles para poder construir sobre ellos el resto de la teoria. Lo que 
hoy se conoce como Geometria Euclidiana, y hasta hace dos siglos simplemente como Geometria, 
esta basada en los cinco postulados de Euclides: 


1. Por cualesquiera dos puntos, se puede trazar el segmento de recta que los une. 

2. Dados un punto y una distancia, se puede trazar el circulo con centro en el punto y cuyo radio 
es la distancia. 

3. Un segmento de recta se puede extender en ambas direcciones indefinidamente. 

4. Todos los angulos rectos son iguales. 

5. Dadas dos rectas y una tercera que las corta, si los angulos internos de un lado suman menos 
de dos angulos rectos, entonces las dos rectas se cortan y lo hacen de ese lado. 

De estos postulados o axiomas, el quinto es el mas famoso pues se creia que podria deducirse de los otros. 
Es mas sofisticado, y entonces se penso que debia ser un teorema, es decir, ser demostrable. De hecho, 
un problema muy famoso fue ese: demostrar el quinto postulado usando unicamente los otros cuatro. 
Y muchisimas generaciones de matematicos lo atacaron sin exito. No es sino hasta el siglo XIX, y para 
sorpresa de todos, que se demuestra que no se puede demostrar; que efectivamente hay que suponerlo 
como axioma, pues negaciones de el dan origen a “nuevas geometrias”, tan logicas y bien fundamentadas 
como la euclidiana. Pero esta historia se vera mas adelante (en los capitulos 6 y 8) pues por el momento 
nos interesa introducir la geometria analitica. La publication de la “Geometrie” de Descartes marca una 
revolution en las matematicas. La introduccion del algebra a la solution de problemas de indole geometrico 
desarrollo una nueva intuition y, con esta, un nuevo entender de la naturaleza de las “lignes courves”. 
Para comprender lo que hizo Rene Descartes (1596—1650), se debe tener mas familiaridad con el quinto 
postulado. Ademas del enunciado original, hay otras dos versiones que son equivalentes: 

1. Dada una linea recta y un punto fuera de ella, existe una unica recta que pasa por el punto y que 
es paralela a la linea. 

2. Los angulos interiores de un triangulo suman dos angulos rectos. 
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De las tres versiones que hemos dado del quinto postulado de Euclides, usaremos 

Dada una linea recta y un punto fuera de ella, existe una unica recta que pasa por el punto 
y que es paralela a la lmea. 

a la cual nos referiremos simplemente como “El Quinto”. 

Proposicion 1 . Criterio (LAL) 

Si dos triangulos tienen dos lados y el angulo entre ellos iguales entonces los otros lados y los otros 
angulos tambien son iguales. 

Demostracion. Si ABC y A’B’C’ son dos triangulos con AB=A’B’, AC=A’C’ y los angulos BAC y B’A’C’ 
iguales. Desplazar al triangulo A’B’C’ de modo que A’B’ coincida con AB, y que el angulo B’A’C’ coincida 
con el angulo BAC. Entonces la linea A’C’ coincide con la linea AC, asi que C’ coincide con C. Entonces 
por el postulado 1 la linea BC debe coincidir con la linea B’C’, asi que los dos triangulos coinciden y por 
lo tanto sus lados y angulos son iguales. □ 

Proposicion 2. Si un triangulo tiene dos lados iguales, entonces los angulos opuestos a esos lados son 
iguales. 


A 



Demostracion. Supongamos que el triangulo ABC 
tiene lados AB y AC iguales. Dibujar la bisectriz 
del angulo BAC, y sea D el punto donde la bisec¬ 
triz corta al lado BC. Entonces los triangulos ABD 
y ACD tienen 2 lados iguales y los angulos entre 
ellos iguales. Asi que por la proposicion anterior, 
los angulos ABD y ACD son iguales. □ 


Proposicion 3. Criterio (LLL) 

Si dos triangulos tienen los 3 lados respectivos iguales, tambien tendran angulos iguales. 


c 



Demostracion. Si ABC y A’B’C’ son dos triangu¬ 
los con lados respectivos iguales, podemos despla- 
zarlos para que A’ coincida con A, B’ coincida 
con B y ademas C’ y C queden del mismo lado 
del segmento AB. Si C’ coincide con C entonces 
por (PI) los lados coinciden, asi que los angulos 
son iguales. Supongamos ahora que C’ no coin¬ 
cide con C. Como AC=A , C’ entonces por (PI.5) 
Z ACC' = Z ACC asi que Z AC’C > Z BCC. 
Y como BC=BC’ entonces Z BC'C = Z BCC asi 
que Z BCC' > Z AC'C. Las dos desigualdades se 
contradicen, asi que C’ debe coincidir con C. □ 
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Proposicion 4. Se puede construir una recta paralela a una recta dada por un punto dado 



Construccion. Dada una recta L y un punto P, 
trazar una recta M que pase por P y cruce a L. 
Trazar por P una recta N que cruce a M formando 
un angulo igual al que L forma con M. 


Demostracion. Supongamos que L y N no fueran paralelas y se cruzaran en un punto A. Sea B un punto 
en L mas alia de A. Considerar la recta O que pasa por B y P. Entonces Entonces O cruza a M formando 
angulos que suman menos de dos rectos. 



Entonces por la proposicion 2 la recta O debe cruzar a la recta L del otro lado de M, asi que L y O se 
cruzarian en dos punt os, lo que contradice al Postulado 1. □ 


Proposicion 5. En cualquier triangulo, la suma 
rectos. 



de los tres angulos interiores es igual a dos angulos 

Demostracion. Dado el triangulo ABC, por la pro¬ 
posicion 4, podemos construir una paralela al lado 
BC que pase por el punto A. Como los angulos que 
forma una recta con dos rectas paralelas son igua- 
les y como los angulos opuestos por el vertice son 
iguales, los angulos Internos del triangulo suman lo 
mismo que los angulos de un lado de una recta. □ 
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Proposicion 6. Lados opuestos de un paralelogramo son iguales. 


D C 



Demostracion. Dado el paralelogramo ABCD, divi- 
dimos este en dos triangulos por la diagonal y vamos 
a probar que estos triangulos son congruentes 

1. Los triangulos tienen un lado comun AC 


2. Sus angulos correspondientes a son iguales, 
siendo angulos internos alternos por los lados 
paralelos AD y BC 

3. Sus angulos correspondientes (3 son iguales, 
siendo angulos internos alternos por los lados 
paralelos AB y DC 

los triangulos son congruentes por criterio ALA, 
y en particular se tiene 

\AB\ = \DC\ y \AD\ = \BC\ 

entre los lados correspondientes. Pero estos tambien 
son los lados opuestos del paralelogramo □ 


La primera region no rectangular que se puede mostrar igual a un rectangulo en el sentido de Euclid es 
un paralelogramo. 

La figura muestra como usar directamente lineas para cortar un paralelogramo en piezas que se pueden 
volver a ensamblar para formar un rectangulo. 



pero se necesitan mas cortes necesario si el paralelogramo esta como en la Figura. 
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El numero de cortes puede llegar a ser arbitrariamente grande, ya que el paralelogramo es esquilado aun 
mas. Podemos evitar un gran numero de cortes al permitir la resta de piezas, asi como la adicion. La 
Figura muestra como convertir cualquier rectangulo a cualquier paralelogramo con la misma base O y la 
misma altura OP. Solo necesitamos agregar un triangulo y luego restar un triangulo igual. 


p Q st 



o R 


Para ser precisos, si comenzamos con el rectangulo OPQR y agregamos el triangulo RQT, luego reste el 
triangulo OPS (que es igual al triangulo RQT por ser lados del paralelogramo), el resultado es paralelo¬ 
gramo OSTR. 

Asi, el paralelogramo es igual (en area) a un rectangulo con la misma base y altura. Escribimos este hecho 
como 

area del paralelogramo = base x altura 

Para encontrar el area de un triangulo ABC, notamos que se puede ver como M la mitad M de un paralelo¬ 
gramo anadiendole el triangulo congruente ACD como se muestra en la Figura. 



Se tiene entonces que 

area del triangulo ABC + area del triangulo ACD = area del paralelogramo ABCD 
al ser congruentes los dos triangulos tenemos 

area del triangulo ABC = - base x altura 
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Proposicion 7. Teorema de Pitagoras 

En los triangulos rectangulos el cuadrado del lado opuesto al angulo recto es igual a la suma de los 
cuadrados de los lados que comprenden el angulo recto. 

Demostracion. Basta ver que los las areas de los cuadrados son iguales a las areas de los rectangulos: 








Para esto basta mostrar que los cuatro triangulos tienen areas iguales: □ 

Teorema 1. Teorema de Thales 

Una h'nea dibujada paralela a un lado de un triangulo corta los otros dos lados proporcionalmente. 


A 



Demostracion. considerando el triangulo ABC, con 
sus lados AB y AC cortado por la PQ paralela al la¬ 
do BC. Porque PQ es paralelo a BC, los triangulos 
PQB y PQC en la base PQ tienen la misma altura, 
es decir la distancia entre los paralelos. Por lo tan- 
to, tienen la misma area. Si agregamos el triangulo 
APQ a cada uno de los triangulos de area igual PQB 
y PQC, obtenemos los triangulos AQB y APC, res- 
pectivamente. Por lo tanto, los ultimos triangulos 
tambien son iguales en area. □ 
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Demostracion. Ahora considere los dos triangulos, 
APQ y PQB, que forman el triangulo AQB como 
triangulos con bases en la linea AB. Elios tienen la 
misma altura relativo a esta base (es decir, la dis- 
tancia perpendicular de Q de AB). Por lo tanto, sus 


bases estan en la proportion de sus areas: 

\AP\ area APQ 
\PB\ ~ 'rea PQB 

Del mismo modo, teniendo en cuenta los triangulos 
APQ y PQC que forman el triangulo APC, encon- 
tramos que 

\AQ\ area APQ 
I QC\~ 'rea PQQ 

Debido a que el area PQB es igual al area PQC, el 
lado derecho de estas dos ecuaciones son iguales, y 
tambien lo son sus lados izquierdos. Es decir, 

\AP\ _ \AQ\ 

\PB\ \QC\ 

En otras palabras, la linea PQ corta los lados AB y 
AC proporcionalmente. □ 


Proposition 8. 


Un angulo inscrito en un circulo es la mitad del angulo central. 
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Demostracion. Como ACP es isosceles entonces 
Z CAP = Z APC. Como la suma de los angu- 
los internos es 180° entonces Z ACP = 180° — 
2Z CAP y como Z ACP + Z ACQ = 180° en¬ 
tonces Z ACQ = 2Z CAP. De manera analoga 
Z BCQ = 2Z CBP. Sumando los angulos se ob- 
tiene Z ACB = 2Z APB. □ 
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Proposicion 9. En un circulo, los angulos inscritos que ven el mismo arco son iguales entre si. 



Demostracion. Todos los angulos inscritos que ven 
el mismo arco son iguales a la mitad del mismo an- 
gulo central. □ 
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